EJEMPLOS: CALCULO DE FACTORES INVARIANTES A PARTIR DE LA MATRIZ CATACTERISTICA

Se dan a continuacién algunos ejemplos de cdlculo de los factores invariantes de una matriz A € F™*™ a
partir de la matriz caracteristica XI — A € F[X]"*™. Como se explica en [1, Seccién 7.4], el método consiste
en encontrar la forma normal de Smith de XI — A mediante operaciones elementales de filas y/o columnas de
alguno de los siguientes tipos:

1. Permutar dos filas (columnas): F; < F; (C; < C;);
2. Multiplicar una fila (columna) por un escalar no nulo c € F: F; : cF; (C; : ¢C);

3. Sumar a la fila i f veces la fila j, donde f € F[X], i # j: F; : F; + fF; (C; : C; + fCj).

0o 3 -1
Ejemplo 1. Sea A= | -1 —2 0 | (ver Ejercicio 5 del Préctico 5 (adicional)). La matriz caracteristica es
0 o0 2

X -3 1
XI-A=|1 X+2 0
0 0 X -2

Se pueden realizar, por ejemplo, las siguientes operaciones elementales:

0 —(X%+2X+3) 1
Fl—XFQZ 1 X+2 0 B
0 0 X -2
1 X +2 0
Fy o Iy, Fp: (—1)Fy: 0 X?+2X+3 -1 |,
0 0 X -2
1 0 0
CQ—(X+2)01: 0 X2+2X+3 -1 ,
0 0 X -2
1 0 0
Cy - C5: 0 -1 X24+2X+3 s
0 X-2 0
1 0 0
F3+ (X —2)Fy: 0 -1 X?2+2X+3 ,

0 0 (X-—-2)(X2+2X+3)

10 0
Cs+ (X2 +2X +3)Cy, Cy: (—1)Cy - 0 1 0
0 0 (X—2)(X%+2X +3)

Dado que la 1ltima matriz estd en la forma normal de Smith, se tiene que los factores invariantes de A son
pr=p=f=(X—-2)(X2+2X +3)=X3— X — 6. La forma racional de A es

Cp) =

= O = O
= O O
SO = O



-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 1
Ejemplo 2. Sea A=| 0 0 2 0 0 |[|. La matriz caracteristica es

1 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1

X+1 0 0 0 0

0 X+1 0 0 -1

XI-A= 0 0 X -2 0 0

-1 0 0 X+1 0

0 0 0 0 X+1

Se realizan las siguientes operaciones elementales (cuya descripcién explicita se omite):

0 0 0 (X+1)2 0 0 0 0 (X+1)2 0
0 X+1 0 0 ~1 0 X+1 0 0 ~1
XI-A->|0 0 X-2 0 0 |-[o o x-2 0 0
-1 0 0 X +1 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 X +1 0 0 0 0 X +1
-1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 X+1 0 0 ~1 0 -1 0 0 X +1
1o o x-2 0 0 [-[o o x-2 0 0
0 0 0 (X+1)2 0 0 0 0 (X+1)2 0
0 0 0 0 X +1 0 X+1 0 0 0
-1 0 0 0 0 10 0 0 0
0 -1 0 0 0 01 0 0 0
-lo0o o x-2 0 0 o 0 x-2 0 0
0 0 0 (X+1)? 0 00 0 (X+1)? 0
0 X+1 0 0 (X +1)2 00 0 0 (X +1)2
10 0 0 0 10 0 0 0
0 1 0 0 0 01 0 0 0
—]l0 0 x-2 0 0 —~lo 0 x-2 0 0
00 0 (X +1)2 0 00 0 (X+1)? 0
00 (X+1)2 0 (X +1)2 00 9 0 (X +1)2
10 0 0 0 100 0 0
01 0 0 0 010 0 0
—1o0 0 x-2 0 0 —~ 1o 0 o 0 —(X —2)(X +1)?
00 0 (X+1)? 0 00 0 (X+1)2 0
00 1 0 (X +1)2 00 1 0 (X +1)2
100 0 0 100 0 0
010 0 0 010 0 0
—10 0 0 0 (X-2)(Xx+1)2[>]0 0 1 0 0
00 0 (X+1)2 0 00 0 (X+1)2 0
00 1 0 0 00 0 0 (X —2)(X +1)2

Como la ltima matriz estd en la forma normal de Smith, se deduce que los factores invariantes de A son
p=p1 = (X —2)(X +1)2 p2 = (X +1)% La forma racional de A es entonces

00 2 0 O
1 0 3 0 O
(C(pl) O>=01000
0 Clp) 0000 —1
0 00 1 -2
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