
Ejemplos: cálculo de factores invariantes a partir de la matriz catacteŕıstica

Se dan a continuación algunos ejemplos de cálculo de los factores invariantes de una matriz A P Fnˆn a
partir de la matriz caracteŕıstica XI ´ A P F rXsnˆn. Como se explica en [1, Sección 7.4], el método consiste
en encontrar la forma normal de Smith de XI ´ A mediante operaciones elementales de filas y/o columnas de
alguno de los siguientes tipos:

1. Permutar dos filas (columnas): Fi Ø Fj (Ci Ø Cj);

2. Multiplicar una fila (columna) por un escalar no nulo c P F : Fi : cFi (Ci : cCi);

3. Sumar a la fila i f veces la fila j, donde f P F rXs, i ‰ j: Fi : Fi ` fFj (Ci : Ci ` fCj).

Ejemplo 1. Sea A “

¨

˝

0 3 ´1
´1 ´2 0
0 0 2

˛

‚ (ver Ejercicio 5 del Práctico 5 (adicional)). La matriz caracteŕıstica es

XI ´A “

¨

˝

X ´3 1
1 X ` 2 0
0 0 X ´ 2

˛

‚.

Se pueden realizar, por ejemplo, las siguientes operaciones elementales:

F1 ´XF2 :

¨

˝

0 ´pX2 ` 2X ` 3q 1
1 X ` 2 0
0 0 X ´ 2

˛

‚,

F2 Ø F1, F2 : p´1qF2 :

¨

˝

1 X ` 2 0
0 X2 ` 2X ` 3 ´1
0 0 X ´ 2

˛

‚,

C2 ´ pX ` 2qC1 :

¨

˝

1 0 0
0 X2 ` 2X ` 3 ´1
0 0 X ´ 2

˛

‚,

C2 Ø C3 :

¨

˝

1 0 0
0 ´1 X2 ` 2X ` 3
0 X ´ 2 0

˛

‚,

F3 ` pX ´ 2qF2 :

¨

˝

1 0 0
0 ´1 X2 ` 2X ` 3
0 0 pX ´ 2qpX2 ` 2X ` 3q

˛

‚,

C3 ` pX
2 ` 2X ` 3qC2, C2 : p´1qC2 :

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 pX ´ 2qpX2 ` 2X ` 3q

˛

‚.

Dado que la última matriz está en la forma normal de Smith, se tiene que los factores invariantes de A son
p1 “ p “ f “ pX ´ 2qpX2 ` 2X ` 3q “ X3 ´X ´ 6. La forma racional de A es

Cppq “

¨

˝

0 0 6
1 0 1
0 1 0

˛

‚.

1



2

Ejemplo 2. Sea A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0 0
0 ´1 0 0 1
0 0 2 0 0
1 0 0 ´1 0
0 0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. La matriz caracteŕıstica es

XI ´A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X ` 1 0 0 0 0
0 X ` 1 0 0 ´1
0 0 X ´ 2 0 0
´1 0 0 X ` 1 0
0 0 0 0 X ` 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Se realizan las siguientes operaciones elementales (cuya descripción expĺıcita se omite):

XI ´AÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 pX ` 1q2 0
0 X ` 1 0 0 ´1
0 0 X ´ 2 0 0
´1 0 0 X ` 1 0
0 0 0 0 X ` 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 pX ` 1q2 0
0 X ` 1 0 0 ´1
0 0 X ´ 2 0 0
´1 0 0 0 0
0 0 0 0 X ` 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0 0
0 X ` 1 0 0 ´1
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 0 0 X ` 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0 0
0 ´1 0 0 X ` 1
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 X ` 1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0 0
0 ´1 0 0 0
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 X ` 1 0 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 0 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 pX ` 1q2 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 9 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 X ´ 2 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 1 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 ´pX ´ 2qpX ` 1q2

0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 1 0 pX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 pX ´ 2qpX ` 1q2

0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 pX ` 1q2 0
0 0 0 0 pX ´ 2qpX ` 1q2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Como la última matriz está en la forma normal de Smith, se deduce que los factores invariantes de A son
p “ p1 “ pX ´ 2qpX ` 1q2, p2 “ pX ` 1q2. La forma racional de A es entonces

ˆ

Cpp1q 0
0 Cpp2q

˙

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 2 0 0
1 0 3 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 ´1
0 0 0 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.
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